
 

ТЕМА 1 ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ, ОСНОВНЫЕ ОПРЕДЕЛЕНИЯ, 

СТРУКТУРНАЯ СХЕМА ОПИСАНИЯ СИСТЕМ УПРАВЛЕНИЯ 

 

1.1. О предмете исследования 

 

Идеи и основные принципы теории управления подвижными 

объектами, в основном военного назначения, возникли в тридцатые 

годы прошлого столетия. Были поставлены задачи расчета траекто-

рий для достижения заданной высоты или дальности, планирования 

траекторий движения в условиях ограниченных ресурсов и тому по-

добное. Появление кибернетики и электронно-вычислительных ма-

шин (ЭВМ) позволило значительно ускорить и улучшить расчеты, 

ввести понятие оптимальности. В основном использовался подход, 

связанный с вариационным исчислением. В 50-х гг. был разработан 

новый подход: принцип максимума Понтрягина [1], который позво-

лил сложную задачу оптимального управления свести к более про-

стой задаче – решению систем дифференциальных уравнений и оп-

тимизации. 

Другим мощным методом теории управления стал метод динами-

ческого программирования Беллмана [2]. Идея метода динамическо-

го программирования состоит в том, что оптимизационная задача 

большой размерности сводится к последовательности задач оптими-

зации меньшей размерности. Это дает возможность построить до-

статочно простые рекуррентные формулы для нахождения управле-

ния на всем интервале времени. Впрочем, в дискретном случае для 

значительного количества точек разбиения интервала в памяти ЭВМ 

надо хранить очень большое количество вариантов, что привело к 

так называемому "проклятию размерности" для этого метода. 

В рамках этих трех основных подходов (вариационное исчисле-

ние, принцип максимума Понтрягина, динамическое программиро-

вание) разработано много методов нахождения управлений для раз-

личных классов задач: технических, экономических, социальных и 

других. 

Для постановки задач оптимального управления необходимо, в 

первую очередь, определить целевую функцию оптимизационного 
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процесса. С этой целью надо выяснить физический или технический 

смысл задачи и записать ее формальным языком математических 

соотношений. Для осуществления эффективного управления про-

цессом нужно выбрать адекватную математическую модель, которая 

учитывала бы различные внешние воздействия, действующие на си-

стему. При условии, что выбраны математическая модель и целевая 

функция, известны параметры системы и ее текущее состояние, 

можно ставить задачу нахождения наилучшего управления, которое 

оптимизировало бы целевую функцию. 

Для иллюстрации постановки задач теории управления приведем 

наиболее простые и наглядные примеры. 

Пример 1.1.[3, 5]. Рассмотрим движение в плоскости маятника, 

подвешенного к точке опоры с помощью жесткого невесомого 

стержня. Уравнение движения маятника после определенных преоб-

разований можно привести к виду: 

)()(sin)()( tutxtxtx    , (1.1) 

где )(tx  – угол отклонения маятника, )(tx  – скорость маятника,   – 

параметр, )(tu  – управление, выбор которого может влиять на дви-

жение маятника. 

Обозначим )()(1 txtx  , )()(2 txtx  . Тогда уравнение (1.1) можно 

переписать в виде эквивалентной системы двух дифференциальных 

уравнений первого порядка 
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Пусть в начальный момент времени 0t  маятник отклонен на 

определенный угол с определенной начальной скоростью,  то есть: 
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Будем считать также, что на управляющий параметр наложены 

ограничения: 

10
** ,0,)( tttconstuutu  . (1.4) 
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Имея математическое описание физической задачи, можем по-

ставить задачу оптимального управления, например, остановить ма-

ятник в точке устойчивого равновесия за минимальное время, то 

есть минимизировать функционал 


1

0

,min)(min 01min
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dtttT  (1.5) 

При условии, что  
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 (1.6) 

 

Пример 1.2.[4]. Пусть математическая точка A  массой m  дви-

жется вдоль прямой. На нее действует сила u . Положение точки A  

характеризуется координатой: )(txx  . 

Пусть также выполняются условия:  

 ,0,)(

0

00 
ttdt

dx
xtx                      (1.7) 

)0(,  uuu ,  (1.8) 

где u  - заданное значение. 

Ставится задача: определить силу )(0 tuu  , под действием кото-

рой точка A  движется так, что из заданного начального состояния 

(1.7) перемещается в другое заданное состояние на момент 1tt  :  

 0,)(

1

11 
ttdt

dx
xtx                           

(1.9) 

за минимально возможное время (1.5). 

Для решения задачи надо записать уравнение движения точки A . 

Согласно второму закону Ньютона это уравнение можно предста-

вить в виде: 

u
dt

xd
m 

2

2

.                                         (1.10) 
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Точку A , движение которой изменяется за счет внешней силы, 

рассматриваем как пример управляемой системы. Величину u  бу-

дем называть управляющим воздействием, функцией управления 

или просто управлением. Поставленная задача минимизации време-

ни (1.5) в теории управления называется задачей быстродействия. 

При решении таких задач используется понятие фазовых коорди-

нат и фазового пространства. В данном примере фазовыми коорди-

натами являются две переменные - )(1 tx , )(2 tx , связанные с пере-

менной )(tx  равенствами: 
dt

dx
xtxx  21 ),( ; фазовым простран-

ством является координатная плоскость.  

Тогда формулу (1.10) можно записать в виде системы двух диф-

ференциальных уравнений первого порядка: 
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а граничные условия (1.7), (1.9)  в виде: 
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Точку 1A  с координатами ))(),(( 21 txtx  на плоскости 210XX  назы-

вают фазовой точкой системы. Плоскость (см. рис. 1.1) называют 

фазовой плоскостью, или, вообще говоря, - фазовым пространством, 

элементами которого являются векторы фазовых координат. 
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Рис. 1.1. Пример траектории движения точки 1A  под воздействием 

управления  

С изменением времени t  точка меняет свое положение в резуль-

тате получается фазовая траектория системы (рис. 1.1.). 

Поставленную задачу можно сформулировать так: найти управле-

ния u  с допустимой области (1.8), с помощью которого система (1.11) с 

одной заданной точки пространства 0
1x  переходит в другую заданную 

точк 0
2x  за минимальное время. 

Пример 1.3. Пусть движение объекта описывается системой 

уравнений 
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Модель (1.13) можно интерпретировать как математическую мо-

дель полета объекта (например, ракетоносителя). 

Пусть известно что в начальный 0t  и конечный 1t моменты вре-

мени система должна находится в заданных состояниях: 
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Пусть начальный и конечный моменты времени – известны и 

управление ограничено: 

.uu   (1.15) 

Ставится задача: найти управление )(0 tu  на отрезке ],[ 10 tt , ко-

торое переводит систему из начальной точки ),( 0
2

0
1 xx  в точку 

),( 1
2

1
1 xx  за фиксированное время 01 ttT   и обеспечивает мини-

мум целевой функции: 

u

t

t

dttuQ min)(
1

0
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Такое управление )(0 tu  называется оптимальным управлением. 

Пример 1.4. Приведем одну из задач оптимального распределе-
ния ресурсов в динамических системах на примере модели боя двух 
сторон A  и B .  

Динамику боя можно описать такой системой уравнений [4]: 
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где )(1 tx  – количество боевых единиц со стороны A , оставшиеся 

боеспособными на момент времени ],[ 10 ttt , )(2 tx  – количество 

боевых единиц, остались боеспособными на момент времени t для 
стороны B ; )(),( tvtu  – темпы поступления боевых единиц из резерва 

для сторон A  и B  соответственно на момент времени t ; ba,  – 

средние эффективности скорости стрельбы боевых единиц сторон A  

и B  соответственно; 01 ttT   – заданное время боя. 

Пусть в начальный момент 0t  боя известны:  
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а также величина )(tv . 

Однук из задач оптимального управления боем можно сформули-

ровать следующим образом: найти управления )(0 tu  при ограниче-

ниях:  
1

0

)(,)(0

t

t

udttuutu , чтобы достигался экстремум выбран-

ного функционала качества ))(( tuQ . Здесь ,  u u  – заданные величи-

ны. 
Критерием лучшего управления может быть выбрана определен-

ная цель боя, например:  

u
txQ min)( 12  – на конец боя сторона B  имеет меньше боевых 

единиц; 
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u
txQ max)( 11   – цель стороны A : максимальное сохранение 

своих боевых единиц на конец боя.  

Можно ввести и другие критерии оптимальности. 

Пример 1.5. Пусть задана управляемая система движения  

u
dt

dx
1                                            (1.16) 

и система движения со случайными возмущениями:  

 

)(2
2 tx

dt

dx
 .                            (1.17) 

 Здесь )(t  – случайный процесс, а управление ограничено: 

],[,)( 10 tttconstktu  .  

Цель управляемой системы (1.16) – воспроизвести движение не-

управляемой системы (1.17). Поскольку )(2 tx  – случайный процесс, 

то критерий оптимальности записывается через математическое 

ожидание: 

u

t

t

uxxMQMQ min})][({}{ 22
211

1

0

          (1.18) 

 

 Приведенные примеры различных прикладных приложений и 

разных постановок задач управления свидетельтвуют о необходимо-

сти и важности изучения данной предметной области. 

 

1.2. Структурная схема описания систем управления 

 

Система управления в общем случае можно представить в виде 

структурной схемы: 

 
 

B  A  
x  u  

 

 



8 

 

Рис. 1.2. Структурная схема системы управления 

 

Здесь: A  – объект управления; B  – устройство управления (или 

управляющее устройство),  Tn txtxtxx )(,),()( 1   – вектор фазовых 

координат или фазовое состояние системы, T  – знак транспониро-

вания; XXtx ,)(   – фазовое пространство,  Tr tututuu )(,),()( 1   

– векторная функция управления. 

Вектор )(tx  называют выходным сигналом. Вектор )(tu  назы-

вают входным сигналом (входом к объекту управления A ). 

Будем считать, что фазовое состояние )(tx  объекта управления A  в 

произвольный момент времени 0tt   определяется полностью и одно-

значно его известным начальным состоянием )( 0tx  и упралением )(tu  

при 0tt  . Пару векторных функций ))(),(( txtu  называют процессом 

управления. Для различных систем управления внутренние характери-

стики объекта управления описываются соответствующими зависимо-

стями различной природы - алгебраическими, дифференциальными, 

интегральными и др. 

Правила (закон) преобразования входных сигналов в выходные 

называют уравнением объекта. 

Широко распространенные непрерывные системы управления, объ-

екты которых описываются обыкновенными дифференциальными 

уравнениями (см. Примеры 1.1 - 1.3). Такие системы называют систе-

мами с сосредоточенными параметрами. Системы управления, объекты 

которых описываются с помощью дифференциальных уравнений в 

частных производных, называются системами с распределенными па-

раметрами. 

Критериями оптимальности управления (критериям качества объек-

та управления) есть функции или функционалы на экстремум. 

Содержание оптимальности в различных задачах может быть раз-

личным: 

 приведение системы к заданному состоянию за кратчайший 

промежуток времени, то есть чем быстрее; 

 минимизация энергетических затрат на управление; 
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 минимизация отклонения фазового состояния системы от за-

данной траектории и тому подобное. 

Процесс управления, который обеспечивает экстремум (минимум 

или максимум) функционала качества объекта управления, называ-

ется оптимальным процессом управления. 

Например, системы управления, для которых критерием качества 

является минимум времени перехода системы из одного множества 

состояний в другую, называют системами, оптимальными по быст-

родействию. 

Рассмотрим теперь, какие функции выполняет устройство управ-

ления B  (рис. 1.2). 

Рассмотрим два существенно различных типа систем управления. 

1) Системы программного управления или открытые (незамкну-

тые) системы (системы без обратной связи). 

В таких системах объекты управления А имеют точно определен-

ные заранее уравнения, описывающие их функционирование. Счи-

тается, что эти объекты управления лишены влияния случайных 

возмущений. Критерий качества для них является детерминирован-

ной величиной. Все каналы связи, такие как устройства управления 

и объекта управления, защищены от любых случайных внешних 

воздействий и возмущений. 

Оптимальное управление )(0 tu  можно вычислить заранее для всех t 

еще до начала функционирования системы, а управляющее устройство 

B  должен обеспечить только подачу рассчитанного заранее управле-

ния )(0 tu  на вход объекта управления A . По такому принципу можно 

управлять системой, приведенной в примере 1.1. 

Впрочем, системы программного управления имеют ограничен-

ное применение на практике. Как правило, система управления име-

ет дополнительные линии связи, по которым поступает информация 

о состоянии объекта A на вход управляющего устройства B. 

2) Системы управления с обратной связью (замкнутые системы 

управления). 
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B A
)(~ tx )(tx)(tu

)(tx
 

 
Рис. 1.3. Система управления с обратной связью 

 
Здесь )(~ tx  – заданное (программное) влияние, определяющее ра-

боту устройства B . Обратная связь необходима, поскольку динами-
ческие характеристики систем могут быть известны лишь прибли-
женно и, кроме того, на систему могут влиять внешние возмущения, 
как правило, случайного характера. Контур обратной связи позволя-
ет управляющему устройству учитывать информацию о реальном 
положении объкта, рассчитывать отклонения от программной траек-
тори  и делать, при необходимости, соответствующую коррекцию 
движения. 

Системы со случайными возмущениями, действующими на объ-
ект управления, можно изобразить в виде структурной схемы: 

)(tz

)(tx)(tu
)(~ tx

B A

)(tx  
 

Рис. 1.4. Система управления с обратной связью и воздействием 
случайных возмущений  

 
Здесь )(tz  – вектор случайных возмущений. 

Критерий оптимальности для таких систем: найти минимум (максимум) 
функционала 

})),(),(),(),(~({
1

0



t

t

dtttztutxtxGMQ  

где  }{M  – математическое ожидание. 
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Отметим, что параметры управления реальных систем не могут 
принимать произвольные значения, а принадлежат некоторому до-
пустимому множеству: )()( Utu  . Множество )(U  называют 

областью допустимых управлений (или областью управления), где 

U  – пространство переменных ruu ,,1  . Множество )(U  задается, 

как правило, системой равенств или неравенств. 
Аналогично )()( Xtx  , где )(X  – область возможных состоя-

ний системы, X  – пространство переменных nxx ,,1  .  

В общем случае ограничения могут быть заданы как функциона-
лы, зависящие от вектор-функций )(tu , )(tx , )(tz : 

)()](),(),([ LtztutxL   , m,1 , 

где )(L  – допустимая область изменения функционала, m  – за-

данное число. 
Замечания 1.1. В большинстве случаев, в теории управления 

считается, что управления являются кусочно-непрерывными или 

измеримыми функциями. Считается также, что функции )(tui  в точ-

ках разрыва непрерывны справа; кроме того, )(tui  – непрерывные 

на концах отрезка, где kki ,,1  – количество точек разрыва. Ку-

сочно-непрерывные управления позволяют для широкого класса си-

стем получить точное математическое решение задачи оптимизации. 

Терминология, приведенная выше, справедлива не только для не-

прерывных систем, но и для дискретно-непрерывных и дискретных 

систем управления. 

Классификация систем управления возможна также и по другим 

признакам: 

1) Системы с полной информацией об объекте управления. Такие 

системы - математическая абстракция потому, что в управляющее 

устройство B  введена полная априорная информация: уравнение 

объекта, все ограничения, информация о критерии оптимальности, о 

сигнале )(tx , возмущения )(tz , о состоянии )(tx  в каждый момент 

времени t , что в реальных системах сделать почти невозможно. 
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Впрочем, эта абстракция часто с достаточной точностью соответ-
ствует реальным системам управления, когда неполнотой информа-
ции можно пренебречь. 

2) Системы с неполной информацией об объекте управления и 
пассивным ее накоплением в процессе управления. Пусть неполнота 
информации – это неполнота заданного сигнала )(tx : то есть на 

вход поступает сигнал )(~)(:)( txtyty  . Процесс накопления инфор-

мации о входе )(tx  не зависит от алгоритма (стратегии) управляю-

щего устройства B . Накопление информации заключается в наблю-
дении и построении прогноза о сигнале )(tx . Сам процесс наблюде-

ния не зависит от того, какое решение примет устройство B  о ха-
рактере )(tx .  

3) Системы с неполной информацией об объекте управления, но с 
активным накоплением ее в процессе управления (системы дуально-
го управления). Устройство B  подает на A  некоторую конечную 

последовательность управлений )}({ tui , (здесь i  – индекс последо-

вательности) и по обратной связи получает реакции )}({ tyi , которые 

анализируются управляющим устройством B . Устройство B  делает 
выводы о характеристиках объекта управления, в частности, о сиг-

нале )(tx . Цель этих действий объекта B  – способствовать более 

точному изучению характеристик объекта управления A  для более 
эффективного управления этим объектом, то есть для генерации не-
обходимых управлений. Системы с неполной информацией возни-
кают из-за того, что на систему влияют случайные, непредвиденные 
возмущения. 

 

1.3. Математическая постановка задачи 

оптимального управления 
 

Для математической постановки задачи оптимального управле-
ния рассмотрим фазовые координаты системы как функции времени 

)(txx   на некотором интервале 10 ttt  . В начальный момент 0t  

нужно задать начальное условие 00 )( xtx  , а также управление как 

функцию времени T
r tututuu ))(,),(()( 1    при ],[ 10 ttt . Тогда 
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фазовые координаты T
n txtxtxx ))(,),(()( 1   определяются как 

решение задачи Коши: 

),),(),(()( ttutxftx    ],[ 10 ttt , 

00 )( xtx  , 

где T

n ttutxfttutxfttutxf ))),(),((,),),(),((()),(),(( 1   – известная вектор-

функция, njttutxf j ,1),),(),((   – компоненты вектора )),(),(( ttutxf , 

t  – время. Функция )),(),(( ttutxf  описывает внутренние характери-

стики объекта управления и учитывает внешние воздействия на объ-
ект. 

Определение 1.1. Неперерывная функция )(txx  , 10 ttt  , 

что удовлетворяет равенству 

tttxduxftx
t

t

  00 ,)),(),(()(

0

  

называется решением данной задачи Коши или траектории, соответ-

ствующей начальному условию 00 )( xtx   и управлению )( uu  и 

обозначается через ),,( 0xuxx   или ),,( 0xutxx  . Начальная точка 

траектории ),,( 00 xutx  называется левым концом траектории, 0t  – 

начальным моментом времени, ),,( 01 xutx  называется правым кон-

цом траектории, 1t  – конечным моментом времени. 

Перейдем к постановке задачи оптимального управления в общем 
случае. 

Пусть 

100 ),()),(,()( ttttGxutxtx                     (1.19) 

 

1100 ,  tt                                            (1.20) 

где )(tG  – некоторое заданное множество из nn EtGE )(: , а 

10 ,  – заданные множества на числовой оси }:{  ttR . 

Не исключено, что RR  10 , . 

Ограничения вида (1.19) часто называют фазовыми ограничения-
ми. 
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Функция управления )(tuu   должны удовлетворять определен-

ные требования непрерывности и гладкости, так как при слишком 
разрывных функциях )(tu  поставленная задача и управление )(tu  

могут не иметь смысла. В большинстве прикладных задач управле-
ния )(tu  выбираются в виде кусочно непрерывных функций (см. 

замечание 1.1.). Напомним, что функция )(tu называется кусочно-

непрерывной на отрезке ],[ 10 tt , если )(tu  непрерывная во всех точ-

ках ],[ 10 ttt  за исключением, возможно, лишь конечного числа p  

точек p ,,1   отрезка ],[ 10 tt , в которых функция )(tu  может иметь 

разрывы первого рода, то есть существуют конечные пределы 
 

)0()(lim
0




i
t

utu
i




,  )0()(lim
0




i
t

utu
i




,  pi ,1 . 

 
Есть классы задач управления, в которых от функций )(tu , кроме 

непрерывности, требуется существование их кусочно-непрерывных 
производных. Такие управления называют кусочно-гладкими. 

Управление )(tu , вообще говоря, удовлетворяет определенным 

ограничениям, которые запишем в виде 
 

)()( tVtu  ,  10 ttt  , 

где )(tV  – заданное множество: rEtV )(  при каждом ],[ 10 ttt .  

Например, в ограничениях (1.4) например 1.1. множество )(tV  

имеет вид  

]},[,|)(|,:{)( 10

1 tttutuEuutV   . 

 
Ограничения (1.20) нужны, потому что начальный и конечный 

моменты времени могут зависеть от управления (например, в зада-
чах быстродействия) и не всегда могут быть заданы заранее. Тогда 
указывают ограничения типа (1.20). 

Рассмотрим условия на концах траектории )(tx . Из ограничения 

(1.19) следует, что при 0tt   и 1tt  : )()( 00 tGtx  , )()( 11 tGtx   со-

ответственно. 
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Впрочем, бывают ситуации, например, при nEtG )( , 10 ttt  , 

когда ограничения на концах удобнее выделять и рассматривать от-
дельно. 

Будем считать, что в nE  при каждом 00 t  задано множество 

)( 00 tS  и при каждом 11 t  задано множество )( 11 tS . 

Условия на концах траектории будем записывать в виде: 

.),()(

,),()(

11

00000





TTSTx

ttStx
                                (1.21) 

В задачах оптимального управления принята следующая класси-

фикация условий (1.20), (1.21): если множество 0  состоит из един-

ственной точки, то начальный момент времени называют фиксиро-

ванным; если 1  состоит из единственной точки T , то конечный 

момент времени называют фиксированным. 

Если множество )( 00 tS  (или )( 11 tS ) состоит из одной точки и не 

зависит от 0t : 00000 },{)(  txtS  (или соответственно 

111 },{)(  TxTS ), то говорят: левый (или правый) конец траекто-

рии закреплен. 

Если 0000 ,)(  tEtS n , или 1111 ,)(  tEtS n , то левый (или 

правый) конец траектории называют свободным. 
В других случаях левый (или правый) конец траектории 

называют подвижным (может двигаться по заданной кривой). 
Например: 


















000

00
00

,1,0),(

,,1,0),(),(:
)(

smityh

mityhtGyy
tS

i

i          (1.22) 

где функция ),( 0tyhi  определена для 0),(  ttGy , а числа 

00,, smm  заданы. 

Во многих приложениях часто возникают задачи, в которых левый и 
правый конце траектории выбираются в зависимости друг от друга. Это 
можно записать так:  

 

11001010 ,),,())(),((  ttttStxtx , (1.23) 
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где множество ),( 10 ttS  при каждом 1010 ),( tt  – заданное де-

картовое произведение множеств nn EE  . 
Пример такого множества: 


















smittyxg

mittyxgEEyx
ttS

i

i
nn

,1,0),,,(

,,1,0),,,(,),(
),(

10

10
100   (1.24) 

где sittyxgi ,1),,,,( 10   – заданные функции переменных: 

1010 ),,,(  nn EEttyx . 

Понятно, что множества )( 00 tS  и )( 11 tS  из условий (1.21) – 

частный случай множества ),( 10 ttS  из условия (1.23), когда 

)()(),( 110010 tStSttS  , а множество (1.22) – частный случай мно-

жества (1.24). 

Далее, пусть заданы множества 0 , 1  на числовой оси R  и 

10 infsup  ; rEtV )( , nEtG )(  при всех t : 10 infsup  t . 

Пусть также заданы множества )( 00 tS , )( 11 tS , причем 

00000 ),()(  ttGtS , 11111 ),()(  ttGtS . 

Пусть движение фазовой точки T
nxxx ),,( 1   описывается си-

стемой обыкновенных дифференциальных уравнений 
 

),,( tuxfx   (1.25) 

 

где функция ),,( tuxf  
определена )(tGx , )(tVu , 10 ttt  . 

Определение 1.2. Набор ))(),(,,( 0,10  xuxtt  называется допусти-

мым набором, если управление T
r tutuuu ))(,),(()( 1   определе-

но и кусочно-непрерывное на 10 ttt   и удовлетворяет ограниче-

нию )()( tVtu  , 10 ttt  ; 00 t , 11 t , 10 tt  ; 

)),(,()( 0xtuxxx   – траектория задачи Коши: 

),,( tuxfx  , 10 ttt  , 00 )( xtx  ,  (1.26) 



17 

 

которая определена на отрезке ],[ 10 tt  и удовлетворяет фазовым 

ограничениям (1.19), а )()( 0000 tSxtx  )()( 111 tStx  . 

Будем считать, что множество допустимых наборов ))(),(,,( 0,10  xuxtt  

непустое. 
Замечание 1.2. Отметим, что обозначения, например, 

T
m tztztz ))(,),(()( 1  , означает значение функции z  в точке t . 

Саму же функцию будем обозначать )(z , или просто z . Сама функ-

ция – это отображение области определения функции в простран-

ство mE , которое ставит в соответствие каждой точке t  из области 

определения некоторую точку из mE . 
Отметим, что ограничения в задачах управления могут быть ограни-

чениями на значение функции, например, )()( tVtu  . Если же ограни-

чение накладывается на всю функцию )(u  в целом и не является огра-

ничением на значение функции в конкретных точках t , то тогда исполь-

зуется обозначение )(u . Ограничения на всю функцию )(u  в целом 

означает, что функция )(u , которая удовлетворяет этому ограничению, 

в отдельных точках или промежутках сколь угодно малой длины может 
принимать произвольные значения. Содержание ограничений опреде-
ляется также и согласно с контекстом. 

Пусть на множестве допустимых наборов задана функция (или 
целевая функция, функционал)  

 

,),),(,()),(),((

),),(),(,(

1

0

10100
0

100

 



t

t

tttxxgdtttutxf

ttxuxJ

            

(1.27) 

где )),(),((
0

ttutxf , ),),(,( 10100 tttxxg  – заданные функции при 

)(tGx , )(tVu , 10 infsup  , 00000 ),()(  ttGtS , 

11111 ),()(  ttGtS . 
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Задача оптимального управления заключается в том, чтобы ми-
нимизировать или максимизировать функционал (1.27) на множе-
стве допустимых наборов вида ))(),(,,,( 010  xuxtt . 

Замечание 1.3. Ограничимся рассмотрением задач на минимум, 
поскольку задача на максимум функционала J всегда может быть 
сведена к эквивалентной задачи на минимум функционала (- J ). 

Обозначим ))(),(,,inf( 0,10  xuxttJ , где нижняя грань берется по 

всем допустимым наборам )inf(  . 

Определение 1.3. Допустимый набор ))(),(,,,(
010

  xuxtt   назы-

вается решением задачи оптимального управления, )(u  – опти-

мальным управлением, )(x  – оптимальной траекторией системы, 

если 

  JxuxttJ ))(),(,,,(
010

. 

Тогда задачу оптимального управления можно записать в виде: 

inf),),(,()),(),((

),),(),(,(

1

0

10100
0

100






t

t

tttxxgdtttutxf

ttxuxJ

     (1.28) 

 

)),(),(( ttutxfx 
 10 ttt  . (1.29) 

 

)(tGx , 10 ttt  . (1.30) 

 

)()( 0000 tSxtx  )()( 111 tStx  , 00 t , 11 t . (1.31) 

 

)(tVu , 10 ttt  . (1.32) 

 
Считаем здесь управление )( uu  кусочно-непрерывным на 

],[ 10 tt  (если не сказано иное). 

В частности, если 0,1 0
0  gf , то тогда 

010,10 ))(),(,,( ttxuxttJ  , то есть имеем задачу быстродействия. 

Если начальный момент времени закреплен, то есть }{ 00 t , то в 



19 

 

задаче (1.28) – (1.32) включения 00 t  опускают, вместо 

))(),(,,( 0,10  xuxttJ  пишут ))(),(,( 0,1  xuxtJ , а вместо )( 00 tS  – 0S . 

Аналогично поступают, если закреплен конечный момент времени 

или один из концов траектории. Если rEtV )( , nEtG )( , 10 ttt   

или nEtS )( 00 , или nEtS )( 11 , то соответствующие ограничения в 

постановке задачи (1.28) - (1.32) опускают.  
На практике встречаются задачи оптимального управления более об-

щего вида, чем задача (1.28) - (1.32). В теории управления рассматрива-
ются также задачи, учитывающие запаздывание информации, задачи с 
параметрами, с дискретным временем, с более общим видом целевой 
функции, задачи для интегро-дифференциальных уравнений, для урав-
нений с частными производными, для стохастических уравнений и др. 
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